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Аннотация
Рассматривается задача выбора пропускных способностей каналов транспортных сетей, миними-
зирующего суммарное время транспортировки по всем каналам сети при ограничении на стоимость се-
ти. Предложен эффективный численный метод решения задачи.
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Summary
The problem of the transportation networks links capacity selection is considered. Total travel time on
all links is minimized, subject to the network cost constraint. The effective numerical method for the problem
solution is presented.
Key words: optimization, transportation networks, capacity.
Введение
Одной из важнейших проблем проектирования транспортных сетей, наряду с выбором топологиче-
ской структуры сети и распределением транспортных потоков по сети, является проблема выбора про-
пускных способностей каналов транспортировки [1]. Проблема относится к так называемым непрерыв-
ным задачам проектирования сети, в которых топология задается в качестве исходных данных, и которые
касаются параметризации каналов транспортировки [2,3].
От пропускной способности канала зависит время транспортировки по нему. Время транспортиров-
ки — главный критерий оценки канала [1-3]. Увеличение пропускных способностей каналов транспортной
сети способствует уменьшению суммарного времени транспортировки по сети, а также повышению общей
пропускной способности сети. Однако увеличение пропускных способностей каналов транспортировки
приводит к увеличению стоимости всей сети. Сооружение и использование каналов транспортировки с
меньшей пропускной способностью требует меньших затрат, но время транспортировки по таким кана-
лам увеличивается.
Задача состоит в выборе таких пропускных способностей каналов, чтобы суммарное время транс-
портировки по всем каналам сети было минимальным, а их суммарная стоимость не превышала заданной
величины.
1. Постановка задачи
Топологическая структура транспортной сети задается в виде графа G = (V, U) , где множество вер-
шин V = (v1, . . . , vn) графа представляет множество транспортных узлов, а множество ребер U =
1)Работа выполнена за счет средств субсидии, выделенной Казанскому федеральному университету для выполне-
ния государственного задания в сфере научной деятельности.
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(u1, . . . , um) — множество каналов транспортировки. Каждое ребро представлено двумя дугами, соот-
ветствующими двум противоположным направлениям между двумя смежными узлами.
Для вычисления времени транспортировки по каналу транспортной сети предложены и используются
разнообразные модели (см., например, обзор [4]). В [5,6] при решении аналогичной задачи использовалась
модель Бюро общественных дорог. В данной работе будем использовать модельДэвидсона [7,8]. Согласно
этой модели, время транспортировки tk по каналу uk ∈ U выражается как
tk = t0k
(
1 + J
fk
ck − fk
)
, (1)
где ck — пропускная способность канала uk ∈ U , fk — поток по каналу uk ∈ U , t0k — время транс-
портировки по каналу без задержек и помех (так называемое время транспортировки в свободном потоке
[4,7,8]), k = 1, . . . ,m , J — параметр модели.
Для транспортных сетей типичен случай несимметричных потоков, однако пропускные способности
дуг в двух направлениях, составляющих ребро, как правило, должны быть одинаковыми. Принимая во
внимание это условие и используя модель (1), получаем следующее выражение для суммарного времени
транспортировки по всем каналам сети:
T (c1, . . . , cm) =
m∑
k=1
[
t′0k
(
1 + J
f ′k
ck − f ′k
)
+ t′′0k
(
1 + J
f ′′k
ck − f ′′k
)]
,
где ck — пропускная способность каждой из двух дуг ребра uk ∈ U , f ′k и f
′′
k — потоки, проходящие по
дугам ребра uk ∈ U в двух его противоположных направлениях, t′k и t
′′
k — время пути в свободном потоке
по соответствующим дугам ребра uk ∈ U , k = 1, . . . ,m .
Определим
f¯k = max{f
′
k, f
′′
k }, k = 1, . . . ,m.
Считаем, не ограничивая общности, что все f¯k > 0 .
Будем предполагать, что стоимости sk каналов uk ∈ U линейно зависят от пропускных способностей
каналов, т. е.
sk(ck) = akck + bk,
где a > 0 , b > 0 , k = 1, . . . ,m , а ограничение на стоимость сети составляет величину S .
Задача оптимального выбора пропускных способностей дуг графа транспортной сети формулируется
следующим образом:
T (c1, . . . , cm) −→ min
при ограничениях:
m∑
k=1
(akck + bk) 6 S, (2)
ck > f¯k, k = 1, . . . ,m. (3)
Определим
S0 =
m∑
k=1
(akf¯k + bk).
Нетрудно убедиться, что для S > S0 решение поставленной задачи существует и единственно.
2. Некоторые оценки решения задачи
Для отыскания решения задачи составим функцию Лагранжа:
T (c) =
m∑
k=1
[
t′0k
(
1 + J
f ′k
ck − f ′k
)
+ t′′0k
(
1 + J
f ′′k
ck − f ′′k
)]
+ λ
[
m∑
k=1
(akck + bk)− S
]
,
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где λ > 0 — множитель Лагранжа.
Согласно правилу множителей Лагранжа решением задачи оптимизации является решение следую-
щей системы уравнений:
J
t′0kf
′
k
(ck − f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(ck − f ′′k )
2
− λak = 0, k = 1, . . . ,m, (4)
m∑
k=1
(akck + bk)− S = 0, (5)
состоящей из (m+ 1) уравнений с (m+ 1) неизвестными переменными ck , k = 1, . . . ,m , и λ .
Функции в левой части уравнений (4) являются строго монотонно убывающими по ck при ck > f¯k ,
k = 1, . . . ,m , поэтому каждое уравнение (4) при фиксированном значении λ > 0 имеет единственное
решение.
Обозначим через cˆk(λ) корень k -го уравнения в (4) при фиксированном значении λ > 0 , k =
1, . . . ,m , и определим
c¯k(λ) = f¯k +
√
J
f¯k(t′0k + t
′′
0k)
λak
, k = 1, . . . ,m.
Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 1. Для произвольного λ > 0 выполняются неравенства:
cˆk(λ) 6 c¯k(λ), k = 1, . . . ,m.
Доказательство. Будем считать, для определенности, что f¯k = f ′k , и f¯k > f
′
k , следовательно, f¯k > f
′
k .
Тогда, после подстановки в (4) выражения для c¯k(λ) , получим:
J
t′0kf
′
k
(c¯k(λ)− f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(c¯k(λ)− f ′′k )
2
− λak =
t′0kλak
t′0k + t
′′
0k
+
Jf ′′k t
′′
0k
f¯k + t′′k +
√
Jf¯k(t′0k+t
′′
0k
)
λak
− λak 6
6
f ′′k t
′′
0kak
f¯(t′0k + t
′′
0k)
−
t′′0kλak
t′0k + t
′′
0k
=
t′′0kλak
t′0k + t
′′
0k
(
f ′′k
f¯k
− 1) 6 0.
В то же время при ck = c¯k(λ) функции из системы (4) равны нулю. Так как эти функции монотонно
убывают, то
J
t′0kf
′
k
(ck − f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(ck − f ′′k )
2
− λak > 0,
если ck < c¯k(λ) , и
J
t′0kf
′
k
(ck − f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(ck − f ′′k )
2
− λak > 0,
если ck > c¯k(λ) . Следовательно, для всех k = 1, . . . ,m , выполняется утверждение 1. 
Таким образом, для любого λ > 0 корни cˆk(λ) системы уравнений (4) находятся на соответствующих
полуинтервалах (fk, c¯k(λ)] , k = 1, . . . ,m , т. е. fk < cˆk(λ) 6 c¯k(λ) .
Определим, далее,
λ¯ = J
∑m
k=1 akf¯k(t
′
0k + t
′′
0k)
(S − S0)2
при S > S0 , и обозначим через λ∗ значение λ при оптимальном решении задачи, то есть такое λ , при
котором для ck = cˆk(λ∗) , k = 1, . . . ,m , выполняется (5).
Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 2. Имеет место неравенство:
λ∗ 6 λ¯.
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Доказательство. Докажем сначала, что, если λ1 > 0 , λ2 > 0 , λ1 > λ2 , то для всех k = 1, . . . ,m
выполняется неравенство
cˆk(λ1) < cˆk(λ2). (6)
Пусть верно обратное, т.е. для некоторого k выполняется cˆk(λ1) > cˆk(λ2) , тогда из (4) имеем:
λ1 =
1
ak
(J
t′0kf
′
k
(cˆk(λ1)− f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(cˆk(λ1)− f ′′k )
2
6
1
ak
(J
t′0kf
′
k
(cˆk(λ2)− f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(cˆk(λ2)− f ′′k )
2
= λ2,
т.е. λ1 6 λ2 , что противоречит условию λ1 > λ2 . Таким образом, не существует k , для которого при
λ1 > λ2 выполняется cˆk(λ1) > cˆk(λ2) , и значит для всех k = 1, . . . ,m выполняется cˆk(λ1) < cˆk(λ2) , т.е.
неравенство (6).
Далее, если предположить, что, в противоположность доказываемому утверждению 2, выполняется
λ∗ > λ¯ , то, согласно неравенству (6), имеем
cˆk(λ¯) > cˆk(λ
∗) = ck
∗,
а согласно утверждению 1, имеем
cˆk(λ¯) 6 c¯k(λ¯),
т.е.
ck
∗ < c¯k(λ¯),
k = 1, . . . ,m . Следовательно, выполняется:
0 =
m∑
k=1
(akck
∗ + bk)− S <
m∑
k=1
(ak c¯k(λ¯) + bk)− S = 0.
Полученное противоречие показывает, что предположение о том, что λ∗ > λ¯ , неверно. Следовательно,
утверждение 2 доказано. 
Таким образом, оптимальное значение λ = λ∗ находится на полуинтервале (0, λ¯] , т. е. 0 < λ∗ 6 λ¯ .
3. Численный метод
Для решения задачи оптимального выбора пропускных способностей каналов транспортировки пред-
лагается эффективный численный метод, основанный на использовании полученных выше оценок и при-
менении дихотомии.
Метод выполняется в следующей последовательности шагов.
1. Выбирается ελ — точность вычисления λ∗ .
2. Полагаются µ = 0 и ν = λ¯ .
3. Выбирается средняя точка λ˜ = (µ+ ν)/2 текущего интервала локализации λ∗ .
4. Решается система уравнений (4) при этом значении λ˜ . Для этого для каждого k = 1, . . . ,m вы-
полняется последовательность приведенных на шагах 4.1-4.5 действий. В результате решения системы
уравнений (4) получается cˆ(λ˜) = (cˆ1(λ˜), . . . , cˆm(λ˜)) .
4.1. Выбирается εc — точность вычисления cˆk(λ˜) .
4.2. Полагаются η = f¯k и θ = c¯k(λ˜) .
4.3. Выбирается средняя точка ck = (η + θ)/2 текущего интервала локализации cˆk(λ˜) .
4.4. Если выполняется неравенство
J
t′0kf
′
k
(ck − f ′k)
2
+ J
t′′0kf
′′
k
(ck − f ′′k )
2
− λ˜ak < 0,
то это означает, что cˆk(λ˜) < ck , т. е. cˆk(λ˜) ∈ (η, ck) . В этом случае полагается θ = ck . В противном
случае имеет место cˆk(λ˜) > ck , т. е. cˆk(λ˜) ∈ [ck, θ] , полагается η = ck . Таким образом, длина отрезка
локализации корня k -го уравнения (2) уменьшается вдвое.
М.В. Гостев. Выбор пропускных способностей каналов транспортировки . . . 229
4.5. Если ν − µ > ελ , то осуществляется переход на шаг 4.3.
5. Если выполняется неравенство
m∑
k=1
(ak cˆk(λ˜)+bk)−S < 0 , это означает, что λ∗ < λ˜ , т.е. λ∗ ∈ (µ, λ˜) .
В этом случае полагается ν = λ˜ . В противном случае имеет место λ∗ > λ˜ , т.е. λ∗ ∈ [λ˜, ν] , полагается
µ = λ˜ . Таким образом, длина отрезка локализации λ∗ уменьшается вдвое.
6. Если ν−µ > ελ , то осуществляется переход на шаг 3. В противном случае полагается λ∗ = λ˜ . При
этом cˆ(λ∗) = (cˆ1(λ∗), . . . , cˆm(λ∗)) – искомое решение задачи.
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